Wykazano wigc, ze:
C>=A’+B"b.

Nietrudno zauwazy¢, ze dlay = 90" i b = B, otrzymuje si¢
C*=A?+B?,
za$§ dla y =45°
= A?

co oznacza tréjkgt rOwnoramienny.

Podsumowujac powyzsze, mozna postulowaé, ze zaprezen-
towana tutaj nowa forma wzoru Carnota lub wzoru cosinuséw
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jest znacznie ogdlniejsza i bardziej przydatna w geometrii, niz
ta stosowana obecnie. Wyeliminowanie znajomosci funkcji try-
gonometrycznych a, § luby umozliwilo nam (w swoim cza-
sie) wyprowadzenie nowych zaleznosci na uogélnione wspot-
czynniki konfiguracji oraz zastosowanie transformacji po-
wierzchniowej w teorii radiacyjnej wymiany ciepta.
Niniejszy artykut dedykuje pamieci, bedacego wspotauto-
rem wspomnianej wczesniej publikacji, niezyjacego juz prof.
dr. hab. inz. Czestawa Buraczewskiego, kierownika Katedry
Techniki Cieplnej w latach 1965-1974.
Jan Stgsiek
Wydzialt Mechaniczny
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Kacik matematyczny
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Tak oto zblizamy si¢ powoli do przerwy wakacyjnej, a wigc czasu urlopow i wypo-
czynku. W ostatnich latach stat si¢ modny wypoczynek aktywny. Najczesciej oznacza
to wysitek tizyczny. Moze jednak dobrze bytoby urozmaicic go wysitkiem umysto-
wym. No, moze nie od razu jakis wyczyn, ale tak, aby mozg nie ,,zardzewial”. Zreszt3,
wspolczesne badania mozgu potwierdzajg fakt, Zze nalezy go systematycznie cwiczyc.
Sadze, ze matematyka bardzo dobrze si¢ do tego nadaje. Mamy bowiem i ,,1zejsz3” jej
wersje. Czas wigc, aby w kgciku matematycznym cos na ten temat napisac.

Gry i1 zabawy z matematykg

Nie ma cywilizacji bez gier. H. Steinhaus
Nigdy nie obawiaj si¢ usigs¢ na chwilg, aby pomyslec.
L. Hansberry

Jest to temat niezwykle obszerny i trudno byloby mi oméwic
go tu wyczerpujgco. Chee jedynie zwrdcié uwage, ze istnie-
je czes¢ matematyki, ktéra stuzy zabawie. Co wiecej, zachodzi
dziwne zjawisko, bowiem wiele os6b twierdzacych, ze nie znosi
matematyki, jednoczesnie interesuje si¢ grami czy zabawami
majagcymi charakter logiczny czy matematyczny.

Fakt, zabawa jest podstawowg i naturalng formg dziatalno-
Sci ludzkiej. Nalezy ona do zwyczajnych potrzeb cztowieka,
poczynajac od wieku dzieciecego. Swiadczy o tym wiele gier
planszowych.

Gry i zabawy matematyczne dos¢ czesto uczg w tagodny
sposdb podstaw matematyki. Wymagaja takze logicznego my-
Slenia, organizacji pracy, zachecajg do Smiatych rozwigzan i
pomystowosci. Co wigcej, nie wymagaja one specjalnych urza-
dzen i pracochtonnych przygotowan. Nie jest wazne, czym si¢
gra, ale w jaki sposéb si¢ gra. Gra jest takze wysublimowang
walka, co tez decyduje o jej atrakcyjnosci.

Upodobanie do uktadania gier i uczestniczenia w nich poja-
wia si¢ od zarania cywilizacji. Od tysigcleci istniejg gry nasy-
cone nie tylko elementami samej zabawy, ale wymagajace od
graczy wysitku intelektualnego.

Gry naplanszy, gry w karty, gry strategiczne, zabawy kostka,
guzikami i zapatkami, r6znorodne wezty, mistrzowskie ciecia,
czyli tzw. tangramy — sg ich setki i tysigce.

Treningiem dla umystu i rozwoju intelektu jest takze roz-
wigzywanie tamigiéwek. Nie sg one ktopotliwe rachunkowo,

ale wymagaja duzej pomystowosci. R6znorodne tamigtéwki
liczbowe stanowig czg$¢ magazynu (British Mensa Magazine)
klubu migdzynarodowego Mensa (ktérego cztonkowie muszg
wykazac si¢ wysokim ilorazem inteligencji). No c6z, systema-
tyczny trening jest niezbedny. A wigc do dzieta.

Kwadraty magiczne

Dawno, dawno temu Chiczycy byli zafascynowani tzw.
.kwadratami magicznymi” — wypelnionymi liczbami catkowi-
tymi. Sg to kwadratowe tablice, w ktérych wiersze, kolumny i
gléwne przekatne maja t¢ samg sume. Trudno jest ustali¢ date
ich powstania, istnieje jednak legenda, zgodnie z ktérag 5000
lat temu cesarz Yu skopiowal kwadrat magiczny ze skorupy
mitycznego zotwia.

Nie ulega watpliwosci, ze starozytni Chinczycy byli mistrza-
mi w tych liczbowych aranzacjach. Szczegdlne znaczenie miat
dla nich kwadrat 3x3, zawierajacy liczby catkowite od 1 do
32=9. Kazdy wiersz, kazda kolumna i obydwie przekatne daja
sume 15. Przykiadem jest kwadrat postaci:

4 9 2
3 5 7
8 1 6

Oczywiscie sa i inne przyktady kwadratéw 3x3. Trudniej-
sze w konstrukcji sa kwadraty 4x4 czy 5x5. Wymagaja one
pewnej wiedzy matematycznej. Mozna znaleZz¢, ile powinna
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wynosi¢ suma wierszy, kolumn czy dwdch gtéwnych przekat-
nych w zaleznosci od wymiaru (jak?).

Kwadraty magiczne intrygowatly nie tylko Chidczykow.
Mozna je spotkaé¢ w r6znych miejscach i w réznym czasie. |
tak na obrazie niemieckiego malarza Diirera z 1514 r. w pra-
wym gérnym rogu jest kwadrat magiczny 4x4.

Znany jest takze fakt, ze Benjamin Franklin (amerykanski
maz stanu 1760-1790) tez wymyslat kwadraty magiczne, gdy
nudna stawata si¢ debata polityczna. A moze by i naszym poli-
tykom poleci¢ ten rodzaj zabawy...

A teraz 2 kwadraty magiczne, jeden 4x4, zas drugi 5x5 (trud-
ny) dla Czytelnikéw kacika matematycznego.

15
16
20
10
25
12
5
4
10
Rys. 1
s Rys. 2

Wpisz brakujace liczby od 1 do 16 — rys.1, od 1 do 25 —
rys. 2, w taki sposéb, aby powstat kwadrat magiczny, w kt6-
rym suma liczb w wierszach bedzie réwna 34 (rys. 1) 1 65
(tys. 2).

Motyw kwadratéw logicznych i liczb catkowitych stat si¢
podstawg innych gier, chociazby ostatnio bardzo modnej su-
doku. Gra polega na wypelnieniu diagramu o wielkosci 9x9
kratek, podzielonego na dziewi¢¢ kwadratdw w taki sposob,
aby w kazdym wierszu i kazdej kolumnie znalazty si¢ bez po-
wtorzen cyfry od 1 do 9.

Powstaly takze odmiany sudoku. Wszystkie one majg po-
dobny charakter rozwigzaf.

Gry planszowe

Gier planszowych jest tak ogromna liczba (i ciggle powstajg
nowe), ze nie wystarczytoby tu miejsca na ich omdéwienie. Dla-
tego opowiem o jednej z nich. Nazywa si¢ ona Hex, wymyslit
ja Duriczyk Piet Hein i opublikowat w 1942 roku. Niezaleznie
od Heina na pomyst tej gry wpadt w 1948 roku John Nash (gtéw-
ny bohater filmu ,,Pigkny umyst”). W grze biorg udziat 2 oso-
by. Gra toczy si¢ na planszy w ksztalcie rombu, ktérego bok
sklada si¢ najczesciej z 11 szeSciokgtéw. Dwie lezgce naprze-
ciw siebie strony rombu nazywamy na przyklad czarnymi, a
dwém pozostaltym przypisujemy nazwe biatych. Ponadto przyj-
mujemy, ze szesciokaty lezace w wierzchotkach rombu nalezg
do obu stron. Kazdy gracz zaopatruje si¢ w jednokolorowe zeto-
ny: jeden w biate, drugi w czarne. Gracze na zmiang¢ ktada swoje
zetony na szesciokatach, ale moga ktas¢ je tylko na te komorki,
ktore nie sg zajete. Gracz postugujgcy sie kolorem czarnym
dazy do tego, aby utozy¢ z czarnych zetondw ciggty taricuch
pomiedzy dwiema stronami nazwanymi ,,czarne”. Biaty analo-
gicznie. Laricuch oczywiscie moze by¢ pokrgcony i powygina-
ny w dowolny sposéb, byleby tworzyt lini¢ ciagla. Na przy-
ktad na przedstawionym rysunku pokazany jest taki taficuch
zlozony z czarnych zetonow.
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Wygrywa ten gracz, ktéry pierwszy utozy taicuch o zada-
nych warunkach. Mozna zauwazy¢, ze w tej grze jeden z gra-
czy zawsze musi wygrac. Teoretyczne rozwazania nad tgq gra
doprowadzity do interesujgcego wniosku. Chociaz nie jest znana
strategia, ktéra zapewniataby zwycigstwo na standardowej plan-
szy, to jednak istnieje dowdd teoretyczny strategii zapewniajg-
cej wygrang pierwszemu graczowi na planszy o dowolnych wy-
miarach. Nie okresla on jednak metody otrzymania tej strate-
gii. Dowdd tego faktu pochodzi od Johna Nasha (1949 r.).

Zadania liczbowe (i nie tylko)

Sadzg, ze na zakoriczenie przyda si¢ kilka ¢wiczen zadaniowych.

1. Butelka wina kosztuje 100 zi. Wino kosztuje o 90 zlotych
wigcej niz butelka. Ile kosztuje butelka?

2. Adam i Ewa sg rodzefistwem. Adam ma tyle siéstr ilu braci,
za$ Ewa dwukrotnie wigcej braci, niz siéstr. Jak liczne jest
rodzenistwo?

3. Kiedy Jasio mial 3 lata, jego ojciec byt o 5 lat starszy od
jego mamy. Gdy mial 9 lat, jego mama miata 37 lat. Przed
dwoma laty jego ojciec obchodzit jubileusz swojego 60-le-
cia. Ile lat ma obecnie Jasio?

4. Jaka powinna by¢ nastgpna liczba w tym ciggu?
2,13, 89, 610, 4181, 28657, ...

5. Na pierwszym zebraniu wyloniono stu politykéw. Kazdy z nich
byl uczciwy badz nieuczciwy. Znamy tymczasem dwa fakty:

1) co najmniej jeden z politykéw byt uczciwy,

2) co najmniej jeden z dwdch politykow byl nieuczciwy.

Czy znajgc te fakty, mozna powiedzieé, ilu politykéw byto
uczciwych?
Odpowiedzi proszg szukac¢ w nastgpnym numerze.

No c6z, kto wie, czy dobra ksigzka z dobrymi zagadkami nie
bylaby lekarstwem na Igk przed matematyka. Niestety, dos¢ czgsto
mamy sytuacje z piosenki (wedhug stéw Wojciecha Miynarskiego):

»Ruszajg w dal pociggi dwa

Z miasteczka B do miasta A.

Iz miasta A do miasta B

I mam wyliczy¢, gdzie spotkajg si¢.

Ich predkosé znam, odleglos¢ znam,

I wszystko wyznaczone mam...

Lecz to zadanie peszy mnie

I profesora oko zle...”

Oby takich sytuacji byto jak najmnie;.

Krystyna Nowicka
Studium Nauczania Matematyki

PS. Pyta nauczyciel Jasia, jak podzieli¢ 5 jablek migdzy sied-
mioro dzieci. Na to Jas — ugotowac kompot.
Zycze dobrego wypoczynku i mam nadzieje, Ze moje pisa-
nie 0 matematyce nie zniech¢cito do niej.



